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Capitulo 1

Computabilidade

1.1 A nocao de computabilidade

Um processo de computacao é qualquer método algoritmico que opera sobre zero ou
mais elementos de um conjunto de objectos iniciais seguindo para isso um conjunto fixo
de regras e produzindo uma sequéncia de zero ou mais objectos finais. Aos objectos
iniciais e finais chamam-se respectivamente o input e o output e ao conjunto de regras
o algoritmo do processo de computacao. Note-se que um processo de computacao
pode nao parar para um certo input, produzindo por exemplo uma sequéncia infinita

de objectos ou mesmo sem produzir nada.

Um alfabeto A é um conjunto nao vazio de simbolos. Uma sequéncia finita, possivel-
mente vazia, de simbolos de A chama-se uma palavra de alfabeto A. O comprimento
de uma palavra « é o nimero de simbolos que ocorrem em « e denota-se por |a|. A
palavra de comprimento zero, i.e. constituida por nenhum simbolo é representada por
€. O conjunto de todas as palavras de um alfabeto A denota-se por A*. No que se
segue consideramos somente alfabetos finitos. Para A = {ay, ..., a,} podemos definir

uma ordem em A* que chamamos ordem lexicografica (respectivamente a indexagao
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agp, - - ., ay,), onde uma palavra a precede a palavra (3 se e sé se

o] < |8 ou

la| = |5| e existem v, a1, 81 € A" e a;,a; € A tais que o = ya;on, B =ya;6 et < j.

Definicao 1.1 Sejam A e B alfabetos. Uma funcgao f de A* em B* diz-se computdvel,
se existir um processo de computacao P, tal que para cada o € A* o processo P, com
a como input, pdra depois de produzir o elemento correspondente f(a) € B* como

output.

Definigao 1.2 Seja W C A* um conjunto de palavras sobre um alfabeto A e P um

processo de computacao.

1. P diz-se um método de decisao para W, se para cada o € A* o processo P, com
a como input, pdra depois de produzir exactamente uma palavra de A* como

output, que é € quando o € W e uma qualquer palavra diferente de € quando

ag&W.

2. O conjunto W ¢€ decidivel se existe um método de decisao para W .

Definigao 1.3 Seja W C A* um conjunto de palavras sobre um alfabeto A e P um

processo de computagao.

1. P diz-se um método de enumeracao para W, se P produz exactamente as palavras

de W como output, em qualquer ordem e possivelmente com repeticoes.

2. O conjunto W diz-se efectivamente enumerdvel se existe um método de enu-

meracao para W .

Exercicio 1.1 Sejam Ay e Ay alfabetos tais que A1 C Ay e seja W C A}. Mostre que
W € decidivel (resp. efectivamente enumerdvel) relativamente ao alfabeto Ay se e sd se

o for relativamente ao alfabeto As.
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Em consequéncia deste resultado podemos deixar de fazer referéncia aos alfabetos

considerados.

Proposicao 1.4 Todo o conjunto decidivel é efectivamente enumerdvel.

Prova Se W C A* é decidivel, entao existe um método de decisao P para W. Basta
entao enumerar os elementos de A*, e usar o processo P para decidir se cada palavra
enumerada « pertence ou nao a W, e em caso afirmativo juntar a palavra a lista (que

estd a ser construida) dos elementos de W. e

Proposicao 1.5 Um subconjunto de W C A* € decidivel se e s6 se W e AX\W forem

efectivamente enumerdveis.

Prova Se W é decidivel, entao é efectivamente enumeravel pela proposicao anterior.
A prova de que A* \ W é efectivamente enumeravel é andloga, sendo o output as

palavras para as quais o método de decisao para W determinou nao pertencerem a W.

Sejam P e P’ dois processos que permitem respectivamente enumerar os elementos
de W e de A*\ W. Para cada palavra a € A*, basta correr os dois processos
simultaneamente e esperar que « apareca como output de um deles, o que acaba
por acontecer ja que « pertence a um dos dois conjuntos. No caso de a aparecer como
output de P, conclui-se que a € W. Caso contrario, i.e. se a aparecer como output

de P’ tem-se a € W. @

1.2 Maquinas de registos

Nesta seccao vamos definir uma linguagem de programacao para escrever progra-
mas que serao executados por computadores cuja memoria é dividida em unidades

Ry, ..., R, e que se chamam registos. Em cada estado da computacao cada registo
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contém uma palavra de um alfabeto A*. A partir de agora consideremos um alfabeto
fixo A = {ag,...,a,.}. Supomos que existem computadores com qualquer nimero
(finito) de registos e que em cada registo se podem guardar palavras arbitrariamente

grandes. Chamamos a estes computadores também maquinas de registos.

Um programa (sobre o alfabeto A) consiste num conjunto finito de instrugoes, cada
uma das quais comeca por um nimero natural N, o nimero da instrugao. As instrugoes
podem ser de uma das formas seguintes e tém o significado especificado entre os

parenteses:

com N,i,j € N ej <r (“adiciona a letra a; no fim da palavra no registo R;”);
2. N LET Rz = Rl — Gy

com N,i,j7 € N e j <r (“se apalavra no registo R; acabar em a;, tira este a;;

caso contrario nao faz nada”);

3. N IF R;=¢ THEN N’ ELSE Ny OR ... OR N,

com N,i, N’ Ny,...,N. € N (“se a palavra no registo R; for a palavra vazia e
. . . , , .
vai para a instrucao com numero N’ se acabar em aq vai para Ny,. .., se acabar

em a, vai para N,”);

4. N PRINT

com N € IN (“escreve a palavra guardada em Ry como output”);

5. N HALT

com N € IN (“para”).

Definicao 1.6 Um programa (para uma mdquina de registos) é uma sequéncia finita

g, . .., de instrucoes da forma 1. — 5. tal que

e o0 numero da instrucao «; €1, parat=20,..., k;

— 6 —
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e cada instrucao de salto refere-se a instrugoes cujo numero € menor ou iqual a k;

e s0 a ultima instrucao oy € a instrucao de paragem.

Cada programa determina um processo de computacao (numa maquina cujo nimero
de registos é igual ou superior ao ntiimero de registos referidos no programa) da seguinte
forma: Supode-se que no inicio da computacao o registo Ry contém o input, enquanto
que todos os outros registos contém a palavra vazia. A seguir é executada uma
instrucao de cada vez, seguindo a ordem das instrugoes no programa ou, caso a tultima
instrucao tenha sido de salto, saltando para a instrucao correspondente. A maquina

para quando chegar a instrucao de paragem ay.

Quando um programa P come¢ado com input o € A* (i.e. tem « em Ry no inicio do
processo de computagao) chega depois de um nimero finito de passos a instrugao oy,

€ péra €escreveInos

P :a — halt;

caso contrario, i.e. se 0 programa nao parar, escrevemos
P:a— o

Se o programa P (com input «) parar depois de ter escrito exactamente uma palavra

[ como output, entao escrevemos ainda

P:a—p.

Definicao 1.7 Sejam A e B alfabetos. Uma funcao f de A* em B* diz-se R-computdvel,
se existir um programa P sobre AU B, tal que para cada o € A*, se tem P : o — f(a).

Neste caso diz-se também que o programa P calcula a funcdao f.

Exemplo 1.8 Considere os alfabetos A = {a} e B = {e}. A funcdo f: A* — B*,

definida por f(a) = e...e ¢ R-computdvel, pois pode ser calculada pelo programa

laf
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sequinte.

0 IF Ry=¢ THEN 4 ELSE 1 OR 0
1 LET Ry=Ry—a

2LET Ri=R1+ e

3 IF Ry=¢ THEN 4 ELSE 1 OR 3
4 IF R, =¢ THEN 8 ELSE 4 OR 5
O LET Ri =R, — e

6 LET Ry=Ro+ e

7 IF Ry =¢ THEN 8 ELSE 4 OR 8
8 PRINT

9 HALT

Definicao 1.9 Seja W C A* e P um programa sobre A.

1. Diz-se que P decide W se para cada o € A*,

P:a—e seaeW;
P:a—p comfPB#e seagW.

2. W diz-se R-decidivel, se existir um programa para uma mdquina de registos que

decide W .

Exemplo 1.10 Considere o alfabeto A = {a} e o conjunto W = {a € A* : |a| € par }.

O congunto W pode ser decidido pelo programa sequinte.

0 IF Ry =¢ THEN 6 ELSE 1
1 LET Ry=Ry—a

2 IF Ry =e¢ THEN 5 ELSE 3
3 LET Ry=Ry—a

4 IF Ry=e¢ THEN 6 ELSE 1
5 LET Ry=Ry+a

6 PRINT

7 HALT
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Definicao 1.11 Seja W C A* e P um programa sobre A.

1. Diz-se que P enumera W se P, comegado com input €, escreve como output exac-

tamente as palavras em W, em qualquer ordem e possivelmente com repeticoes.

2. W diz-se R-enumerdvel, se existir um programa para uma maquina de registos

que enumera W.

Exemplo 1.12 Considere o alfabeto A = {a,b} e o conjunto W = {a"p" € A*|n >

0}. O conjunto W pode ser enumerado pelo programa sequinte.

PRINT

IF Ry=¢ THEN 5 ELSE 5 OR 2
LET Ry= Ry —b

LET R, = R; +Db

IF Ry=e¢ THEN 5 ELSE 5 OR 2
LET Ry = Ry +a

LET Ry = Ry +Db

N O Ot = W NN = O

IF Ry =¢ THEN 11 ELSE 7 OR 8

8 LET Ry =R, —b

9 LET Ry = Ry +Db

10 IF R, = ¢ THEN 11 ELSE 7 OR 8
11 PRINT

12 IF Ry =¢ THEN 1 ELSE 1 OR 1
13 HALT

1.3 Tese de Church

Vimos na sec¢ao anterior que cada programa para uma maquina de registos define

um algoritmo que certamente corresponde a ideia intuitiva dada de um processo de
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computacao. De facto, a concepcao do conceito de programa para maquinas de registos

foi feita (por Shepherdson e Sturgis em 1963) de forma a satisfazer os pontos seguintes:

e desenhar um modelo de computacao simples, sobre o qual é facil de raciocinar;
e cada programa deve corresponder a um algoritmo;

e todo o método algoritmico deve poder ser descrito por um programa para uma

maquina de registos.

Enquanto que os primeiros dois objectivos foram alcancados, nao é possivel verificar
o terceiro ponto, uma vez que a nossa ideia do que é um processo de computacao
(ou método algoritmico) é intuitiva e nao corresponde a uma definigdo (matemética)
exacta. A afirmacao da veracidade do terceiro ponto é no entanto geralmente aceite e

chama-se a tese de Church®.

Tese de Church: Qualquer processo de computacao pode ser descrito por um

programa para uma maquina de registos.

Mesmo que nao seja possivel provar a tese de Church, existem varios argumentos que

a suportam:

e Até ao momento conseguiu-se simular qualquer processo de computacao por um
programa para uma maquina de registos. Em particular, podem-se traduzir os
programas escritos em linguagens de programagao existentes como o FORTRAN

e o C para programas para maquinas de registos equivalentes.

e Desde 1930 foram propostos diversos modelos formais de computagao usando
os métodos mais variados. Todos estes modelos, entre os quais as maquinas
de Turing, as fungoes recursivas, representacoes em sistemas de A-calculus e os

programas para maquinas de registos, sao equivalentes.

'Note-se que Church formulou esta tese em 1935 para um modelo de computacao diferente que se
provou ser equivalente as maquinas de registos.
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Na literatura, os conjuntos R-decidiveis ou R-enumeréveis designam-se frequentemente
por conjuntos recursivos ou recursivamente enumeraveis. Da mesma forma diz-se
ainda funcao recursiva em vez de R-computavel. No que se segue vamos aceitar a
tese de Church o que nos permite identificar os conceitos de decidibilidade com R-

decidibilidade, etc.

1.4 O problema de paragem para MR’s

Nesta seccao vamos apresentar um conjunto W que nao é R-decidivel. Tomando ainda
A = {ay,...,a.}, cada palavra do conjunto W C A* vai ser a representagdo de um

programa (para maquinas de registos) sobre A. Consideremos para isso o alfabeto
B=AU{AB,..., 2} U{0,1,...,9 U{=+,—, ¢, #} (1.1)

e a ordem lexicografica em B* (respectivamente a uma ordem fixada para os simbolos
em 1.1). Cada programa sobre A pode ser representado por uma palavra em B* como

exemplificado pelo programa P

0 LET R1 = Rl — Qg
1 PRINT
2 HALT

cuja representacao € a palavra
Bp = OLETR1=R1—ao# 1PRINT#2HALT.

Se esta palavra for a n-ésima palavra em ordem lexicografica em B*, entao represen-

tamos o programa P em A* por

ap = Qg ...Qg
—_——
n

ao qual chamamos também nimero de Godel de P. Consideremos agora o conjunto

de todos os nimeros de Godel de programas sobre A
IT = {ap | P é um programa sobre A}.
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Existe certamente um algoritmo que dado um programa P calcula a palavra corres-
pondente ap € A*. Por outro lado, podemos determinar se uma palavra o € A* é da
forma ag .. .ag, neste caso calcular a palavra correspondente em B* e decidir se esta
corresponde ou nao a algum programa P. Em particular, (e usando a tese de Church)

obtemos o seguinte.

Lema 1.13 O conjunto Il é R-decidivel. e

Note-se que para os resultados seguintes nao vamos usar nenhuma vez a defini¢cao es-
pecifica da numeracao de Godel dada. De facto, qualquer processo efectivo de atribuir,
de forma injectiva, palavras de A* a programas, tal que o conjunto correspondente II é
ainda decidivel, chama-se uma atribuicao de nimeros de Godel a programas de registos

e poderia ter sido usado.

Consideremos agora os seguintes subconjuntos (indecidiveis) de II:

I1;.,. = {ap | P é um programa sobre A e P :ap — halt}

[ya1s = {ap | P é um programa sobre A e P :e — halt}.

Teorema 1.14 (Indecidibilidade do problema da paragem)

1. O conjunto 11} ,;, nao é R-decidivel;

2. O conjunto Ilpe nao € R-decidivel.

Prova

1. Por redugao ao absurdo, suponhamos que existe um programa F, para uma

maquina de registos que decide o conjunto II; ;.. Entao, para todo o programa
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P tem-se

) Py:ap — e se P:ap — halt;

Py:ap—f com [ #e se P:ap— oo.

Vamos transformar Py de modo que nao pare quando imprime a palavra vazia €

como output. Para isso basta substituir a instrucao de paragem em F,

k HALT
por
k IF Ry=¢ THEN k£ ELSE k+1 0OR ... OR k+1
k+1 HALT
e todas as instrugoes da forma
N PRINT

por

N IF Ry=¢ THEN k ELSE k£ OR ... OR k

Chamando ao programa modificado P; segue entao

@) P ap — se P:ap — halt

P, : ap — halt se P:ap — co.

Donde resulta que, para todo o programa P
(3) Py:ap— oo sse P:ap— halt
e em particular tem-se para o programa P = P;
(4) P :ap — oo sse Pp:ap — halt
0 que é absurdo.

2. Para cada programa P pode-se, de modo efectivo, construir um programa P™
tal que

P:ap—halt sse P":e— halt,
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donde

/
() ap€ll,;, sse ap+ € Hyas.

De facto, basta para isso calcular ap = ag...ag e tomar para P o programa
——

n
cujas n primeiras linhas sao

0 Let R0:R0+a0

n—1 Let Ry= Ry—+ ag

seguido das instrugoes do programa P, onde cada niimero de instrugao foi incre-

mentado de n. E entdo facil ver que para cada programa P se verifica (x).

Suponhamos agora que o conjunto Il,.;; é R-decidivel, i.e. existe um programa
Py que o decide. Entao é possivel construir um algoritmo de decisao para IT; ;..
De facto, para a € A*, é, pelo lema 1.13, possivel decidir se a é o niimero de
Godel de algum programa P, i.e. se a € II. Se nao pertencer podemos concluir
que a € I} ;.. Caso contréario, basta determinar o programa P cujo nimero de
Godel é o = ap e construir PT. O programa P, decide entao se apt € Ilaie,

ie.seapell,,, . e

Existe certamente um grande ntimero de programas para os quais se pode decidir

se, comecados com a palavra vazia e como input, vao ou nao parar. Concluimos no

entanto do resultado anterior que nao existe nenhum método algoritmico que decide

este problema para qualquer programa, i.e. que se possa usar para todos eles.

O lema seguinte mostra que I, é exemplo de um conjunto efectivamente enumeravel

que nao ¢ decidivel.

Lema 1.15 O conjunto Ilya.1. € R-enumerdvel.

Prova Pela tese de Church, basta-nos descrever um algoritmo de enumeracao de

[Mpa1e: paran = 1,2, 3, ... geram-se todos os programas cujo numero de Godel é menor
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ou igual a n e deixam-se os programas (um de cada vez) correr n passos. Juntam-se

os numeros de Godel dos programas que pararam a lista dos elementos de Ily,.. @

Coroléario 1.16 O conjunto A* \ Tpa1¢ ndo é R-enumerdvel.

1.5 Indecidibilidade da légica de primeira ordem

Seja L, uma linguagem de primeira ordem cujo conjunto de simbolos nao logicos é
constituido por um conjunto infinito enumerével de constantes Fy = {co, c1, ...} e para
cada n > 0 por conjuntos infinitos enumeraveis de simbolos funcionais e relacionais

n-arios F, = {fJ, fI',...} e R, = {Ry, R}, ...}

Nesta seccao vamos ver que nao existe nenhum algoritmo que dada uma proposigao ¢
de L., determina se esta é ou ndo uma férmula valida de L., (ou de qualquer outra

linguagem L cujo conjunto de simbolos nao 1égicos inclui os simbolos que ocorrem em

).
Proposicao 1.17 O conjunto dos termos de L, é decidivel.

Prova Consideremos o alfabeto finito
Ay ={z,0,1,...,9,0,1,...,9,¢, f}.

Cada termo de L, pode ser escrito como uma palavra de A}, tal como f2 (241, f2(cog))
que pode ser representado por f233x41f15¢28. Vamos agora descrever um algoritmo
para decidir se uma palavra a € A} é ou nao um termo de £L,,. Primeiro determina-se
o comprimento |a| da palavra a. Se o comprimento for 0 ou 1, conclui-se que a nao é
termo. Para |a| > 2, verifica-se se a primeira letra de « é ¢ ou z. Neste caso o é um
termo se e s6 se as restantes letras em « sao todas da forma n, com n =0,...,9, mas
a primeira é diferente de 0 se houver mais do que uma. Se a primeira letra de a nao

for nem ¢, nem x, nem f, entao o nao é termo. Finalmente, se a« = ff3, entao [ tem
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que ser da forma 7 ... mgmy . .. Mgy, onde ng, ..., ng, Mo, ...,my € {0,...,9}, ni #0
se k #0, m; #0sel #0, ey nao comega em n, comn = 0,...,9. Neste caso basta
verificar se é possivel decompor v em 71 ...7,, com p = ng + ... + ng x 10 e tal que
M- .-, sao também termos. Este processo vai necessariamente terminar, uma vez

que [y[ <laf. e

Exercicio 1.2 Mostre que o conjunto das formulas de L., € decidivel.

Corolario 1.18 Os conjuntos de termos e formulas de L, sdo efectivamente enu-

meraveis.

Exemplo 1.19 O conjunto das proposicoes vilidas de L, € efectivamente enumerdvel.

Prova Pelo teorema de completude basta descrevermos um algoritmo que enumera
todos as proposicoes de L., que sao teoremas. Podemos escolher um alfabeto finito
A tal que todos as féormulas de L, se possam escrever como palavras de A%, cf.
exercicio 1.2. Consequentemente as deducgoes, que sao sequéncias finitas de férmulas
de L., sao também palavras de A,,. Podemos construir um algoritmo que para cada
palavra a de A, decide se o é uma deducao, i.e. um algoritmo que verifica se « é da
forma a ...y tal que aq, ..., o corresponde a uma sequéncia de férmulas que é uma
deducao de ay, e em caso afirmativo, determina a féormula final «4 desta deducao.
Por outro lado é certamente decidivel se oy corresponde ou nao a uma proposicao.
Finalmente, note-se que existe um algoritmo de enumeragao de A% . Aplicando o
algoritmo de decisao descrito a cada uma das palavras enumeradas, basta-nos escrever
para a lista das proposicoes validas de L., as férmulas finais daquelas que sao dedugoes

de alguma proposicao. e

Teorema 1.20 (Indecidibilidade da légica de primeira ordem)
O conjunto das proposicoes vdlidas de L., nao é R-decidivel.
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Prova Consideremos A = {|} e identificamos cada palavra a € A* com o nimero

natural |a|. Do teorema 1.14 sabemos que o conjunto
ya1s = {ap € A* | P é um programa sobre A e P :e — halt}

nao é R-decidivel. Vamos construir de modo efectivo para cada programa P sobre A

uma proposicao pp de L., tal que
=¢p  sse  P:e— halt.
Como Iy, ndo é R-decidivel, concluimos o mesmo (justificar!) para o conjunto
®p = {pp | P é um programa sobre A e = ¢p}
e consequentemente também para o conjunto das proposicoes vélidas de L.,
® = {¢ | ¢ é uma proposicao de L, e = ¢}
pois @p C ® e para ¢ € ¢ podemos decidir se p € Pp ou nao.

Seja entao P um programa para uma maquina de registos com instrugoes ay, . ..,
e seja n o menor numero natural tal que todos os registos referidos em P estao entre
Ry, ..., R,. Um (n+2)-tuplo de nimeros naturais (N, my, ..., m,), com N < k, diz-se
uma configuracao de P. Diz-se que (N, mq, ..., my,) é a configuracio de P ao fim de s
passos, se o programa P, comegado com e como input, executar pelo menos s passos
e se depois de s passos a instrucao N ¢é a proxima a ser executada, tendo os registos
Ry, ..., R, respectivamente os nimeros my, ..., m,. Em particular temos (0,...,0)

como configuragao inicial de P e como a4, é a Unica instrucao de paragem, tem-se

(1.5) P:e—halt sse existem s,mg,...,m, € N tal que

(k,mq,...,my) é a configuragao de P ao fim de s passos.
Se P : € — halt seja ainda sp o numero de passos executados por P até chegar a

instrucao de paragem .

Vamos agora especificar a construcao de pp. Para isso escolhemos dos simbolos nao

l6gicos de L, dois simbolos relacionais R e <, respectivamente (n + 3)-ario e binério,
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um simbolo funcional unério f e uma constante ¢ (por exemplo R§™, R2, fl e cp).

Seja L a linguagem cujos simbolos nao légicos sao R, <, f e c.

Vamos definir uma estrutura Ap de £ em que podemos descrever o comportamento

do programa P. Distinguimos entre dois casos:

1. Se P : € — oo, entao tomamos Ap = IN como dominio de Ap, interpretamos <

como a ordem usual em IN, ¢ como 0, f como a func¢ao sucessor e

RA? = {(5,N,mq,...,my) | (N,mqg,...,my,) éa configuracio de P ao fim de s passos}.
2. Se P : € — halt, entdo sejam e = max{k,sp} e Ap = {0,...,e}. Interpretamos
< como a ordem usual em {0,...,e}, ¢ como 0 e tomamos ainda

m+1 sem<e
fA7(m) =

m sem =e

RA? = {(s,N,mq,...,my) | (N,mqg, ..., my,) é a configuracio de P ao fim de s passos}.

Agora descrevemos uma proposicao ¥p de £ que descreve o comportamento de P,
quando comecgado com € como input. Para simplificar a notagao abreviamos os termos

¢, f(e), f(f(c)),...por 0,1,2,.... Seja entao

Yp =1y AR, ...,0) Athag A ... A g,

onde 1y diz que < é uma ordem total com primeiro elemento ¢, que se tem z < f(z)

para todo o x e que f(x) é o sucessor de x excepto quando x for o tltimo elemento:

o= Vex Lo AVaVyVz((x <yANy<z) s x<z)AVaVylr <yVe=yVy<z)A
Ve(c<azVa=c)AVz(x < f(z)Vae=f(x)) A
Ve(Jyr <y — (x < f(x) AVz(x < z = (f(z) < zV f(z) = 2)))).

Para a = «y, ..., as_1, definimos 1), de forma a corresponder a instrugao a:
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Se a é N LET R; = R; + |, toma-se
Yo = Y2Vyo ... Vy,(R(x, N,yo, ..., Yn) —
(.Z' < f(iC) A R(f(x)7N+ 173/07 e 7yi717f(yi)7yi+17 G 7yn))
Se a é N LET R; = R; — |, toma-se

Yo = YaVyo .. Yy (R(x, N, yo,- -, Yn) —
(x < fl@)A((yi =0AR(f(z), N+ Lyo,...,yn) V
(yl # 6/\ EIU(f(U) =Y A R(f(l’),N + 17y0a s Yie1, Uy Yig 1, - - 7yn)‘

Se aw é N IF R; = ¢ THEN N’ ELSE Ny, toma-se

Vo = VaVyo .. Yyn(R(x, N,yo, ..., yn) —
(z < fx) ANy = O0AR(f(x), N, 90, Yn)) V
(i 0N R(f(x), No,Yo, - -, Yn)))))-

Se o é N PRINT, toma-se

Yo = YVaVyo .. Yy (R(z, N, yo,- -, yn) = (x < f(2) AR(f(2), N + 1,90, -,Yn)))-

Tem-se entdo o seguinte (verificar!):

(i) Ap = ¥p;
(ii) se A é uma estrutura de £, tal que A = ¢¥p e tal que (N,mq,...,m,) é a

configuragao de P ao fim de s passos, entao A |= R(5, N, mg, ..., T,).

Finalmente definimos ¢p por

Yp = 77Z)P — Elleyo e ElynR(xaE7 Yo, - - - 7yn)

€ vejamos que

=¢p  sse  P:e— halt.

De facto, de = ¢p, resulta em particular Ap = @p. Por outro lado, sabemos que

Ap = p, por (i). Donde Ap = 3x3yy... Iy R(x, k,vo,...,y,). Logo, existem
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s, mg,...,m, € N tal que (k,my,...,m,) é a configuragdo de P ao fim de s passos.

De (1.5) concluimos entdo P : € — halt.

Por outro lado, se P : € — halt, entao existem s, my, ..., m, € N tal que (k, my,...,m,)
é a configuracio de P ao fim de s passos. Entao tem-se A = R(3, k, My, . .., M,,) sempre

que A = 1p. Concluimos que ¢p é uma férmula vélida. e



